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Часть 2. Проектирование плоских ферменных
                 конструкций

Наиболее доступным для анализа силовой работы конструкций являются задачи, в которых реализуется плоское напряженно-деформированное состояние. На плоских конструкциях проще изучать рациональные способы и закономерности передачи усилий. Эти конструкции достаточно легко воспринимаются обучающимися и просто изображаются графически. Конечно-элементные модели (КЭМ) плоских конструкций имеют значительно меньшую размерность по сравнению с пространственными, что упрощает их построение и сокращает время подготовки исходных данных и обработки результатов расчетов. Следует отметить, что конструкции многих технических объектов, например, планера самолета, являются каркасными конструкциями с работающей в мембранном режиме обшивкой. Многие элементы каркаса: шпангоуты, нервюры, стенки лонжеронов и т.д. — также находятся в плоском напряженном состоянии. То есть плоские задачи составляют значительную часть в общем объеме выполняемых реальных проектов силовых конструкций. Поэтому первоначальное обучение силовому проектированию целесообразно начинать именно с таких задач. Кроме того, использование малоразмерных моделей МКЭ позволяет сократить длительность их обработки в проектных процедурах, что имеет весьма большое значение в условиях интерактивной работы при обучении. Упрощается также программное и информационное обеспечение учебной системы, снижаются требования к характеристикам используемых технических средств. 

2.1 Постановка задачи

Постановка типовой учебной проектно-конструкторской задачи может выглядеть так:

Задается расположение нагрузок и закреплений, а также габариты плоской проектной области, в которую должна быть вписана конструкция. Требуется найти рациональную по критерию массы (силового веса) схему плоской конструкции. Некоторые типичные  задания на проектирование показаны ниже, где РI и РII — две разновременно действующие силы (т.е. два случая нагружения).
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         Типовые задания для проектирования силовых схем конструкций.

Проектная задача в такой постановке разделяется на два этапа:

· Отыскание рациональной структуры конструкции (структурная оптимизация);

· Отыскание в рамках принятой структуры рациональных параметров элементов конструкции (параметрическая оптимизация).

Для  таких  проектно-конструкторских задач, (например, для  первой, из приведенных на рисунке задач), можно предложить большое количество плоских силовых конструкций различного типа: балочных, рамных, ферменных, пластин, либо конструкций смешанного типа.
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              Плоские силовые конструкции: 1. Балка, 2. Рама или пластина, 3. Ферма.

Самой простой из всех типов конструкций является ферма, которая по своему построению и начертанию наиболее близка к понятию силовой структуры. К тому же ферменные конструкции, в силу одноосной работы их элементов, дают наглядное представление о путях передачи сил и поэтому удобны для изучения закономерностей силовой работы конструкций. Как уже указывалось, ферма была одним из первых объектов применения оптимизационных методов. Однако, несмотря на простоту постановки и представления, задачи проектирования рациональных ферменных конструкций,  особенно конструкций, работающих на несколько случаев нагружения, являются весьма нетривиальными. Даже для вариантов с малым числом закреплений и нагрузок можно предложить довольно большое количество разнообразных структур различной сложности, что представляет обучаемым широкое поле деятельности по генерированию эвристических конструкций.

Для исследования влияния распределения материала в силовых конструкциях (параметрическая оптимизация) использование ферм, с точки зрения обучения, также может быть довольно удобным. В качестве проектных переменных будем использовать площади поперечных сечений стержней.

Приведенные выше соображения позволяют выбрать для исследования на начальной стадии подготовки к силовому проектированию простые ферменные конструкции (плоский случай).

Фермой называется конструкция (геометрически неизменяемая система), состоящая из стержней, соединенных шарнирами по концам. Под геометрической неизменяемостью понимают способность системы не допускать относительного перемещения своих частей без их деформации. Стержни фермы работают на растяжение и сжатие. 
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        Ферменные самолетные конструкции:  лонжерон и нервюра.

Основное назначение фермы состоит в “передаче” воздействий, прикладываемых в некоторых заданных точках, на опорные узлы. Рассматриваемые обычно в теории оптимального проектирования задачи заключаются в минимизации количества материала (веса фермы) за счет соответствующего выбора положения узлов фермы и площадей поперечных сечений ее элементов.   

Реальная ферма имеет жесткие узлы крепления, поэтому она является многократно статически неопределимой системой. В расчетах обычно фигурирует не реальная конструкция, а расчетная схема. [image: image88.png]



Расчетной схемой конструкции  (в том числе и ферменной) называется упрощенное ее представление (модель), которое фигурирует в процессе расчета вместо действительной конструкции. В частности, исследования различных ферменных конструкций показали, что если жесткие узлы фермы заменить идеальными шарнирами, то это допущение незначительно изменит значения усилий в стержнях фермы.                

Поэтому за расчетную схему ферменной конструкции принимают систему, у которой стержни по концам соединены идеальными шарнирами. 
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Учитывая, что расчётная схема предопределяет пути передачи сил от одного стержня к другому, расчетную схему называют также и силовой. 

Проектировщик, разрабатывающий подобную силовую конструкцию, обычно ограничен размерами пространства, в котором он может разместить ферму, ограничен он также и расположением возможных точек крепления фермы и приложения сил, возможны также другие ограничения.

Поэтому типовая задача проектирования плоской фермы может быть сформулирована следующим образом.

Считаются заданными:

· габариты проектной области (в нашем случае прямоугольной), в которой необходимо разместить конструкцию;

· величины нагрузок, их направления, координаты точек приложения сил;

· условия закрепления фермы: координаты и типы опор, возможные места расположения опор.

Требуется в заданных габаритах проектной области найти (спроектировать) рациональную схему плоской ферменной конструкции и оптимальное распределение материала в ней.

Как уже говорилось, в процессе проектирования силовых конструкций  можно выделить два основных этапа:

1.  Проектирование структуры, или структурная оптимизация. На этом этапе отыскивается силовая схема или несущая структура конструкции, которая представляет генеральные пути передачи усилий. При проектировании силовых схем определяется характер нагружения, расположение и взаимосвязь основных конструктивных элементов.

2.  Параметрическая оптимизация, в процессе которой производится отыскание наилучших параметров элементов конструкции: назначение толщин элементов, подбор поперечных сечений и т.п.

Задачи параметрической оптимизации в достаточной мере формализованы и успешно решаются с использованием различных оптимизационных методов. Значительно менее формализованными являются задачи структурной оптимизации.

При эвристическом решении поставленной задачи силовая схема конструкции выбирается проектировщиком на основе ранее приобретенных знаний, накопленного опыта и интуиции, что в принципе представляет собой нетривиальную задачу, особенно если для исходной области поставлено несколько случаев нагружения. 

Именно поэтому на первом этапе проектирования силовых конструкций (проектирование структуры) целесообразно использовать специальные критерии и специальные приемы такие, как , например, силовой вес теоретически оптимальной конструкции (ТОК) и исследование напряженно-деформированного состояния континуальной модели, вписанной в заданную проектную область и соответственно нагруженную.

Для получения силового веса ТОК в исходную проектную область вписывается, а затем рассчитывается континуальная модель, представляющая собой изотропную пластину постоянной толщины при заданных условиях нагружения и закрепления. Существенная особенность такой модели заключается в том, что она, в силу изотропии свойств, не предопределяет, как ферма, пути передачи усилий в проектной области.

Для получения силовой структуры конструкции в область, ограниченную внешними размерами проектируемой конструкции, также вписывается некоторая континуальная модель, включающая в себя потенциально наибольшее число возможных схем, после чего ищется оптимальное распределение материала в выбранной модели и находится таким образом теоретически оптимальная конструкция (ТОК). 

Понятие геометрической неизменяемости ферм

Числом степеней свободы механической системы называется количество геометрических параметров, которые могут изменяться во время движения системы. Другими словами, числом степеней свободы называется количество независимых координат, которые определяют положение системы при ее перемещениях.

    Устройства, лишающие систему одной или нескольких степеней свободы, называются связью или связями. Ферму можно рассматривать как механическую систему точек (узлы фермы), на которую наложены связи (стержни). Стержень в плоских и пространственных системах накладывает одну связь, т. е. лишает систему одной степени свободы. Число степеней свободы для плоских ферм определяется формулой:

W=2*Y-C-K,

 где Y — число узлов фермы (включая опоры фермы), С — число стержней фермы, K — число связей, накладываемых опорами.

    Если W
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0, то ферма геометрически неизменяема и перемещения ее частей не могут происходить без деформации составляющих ее элементов. В противном случае ферма — механизм и не может работать как силовая конструкция.

Например, в следующей ферме Y=C=K=8, W=0, т.е. ферма содержит минимальное число стержней для обеспечения геометрической неизменяемости. Если в этой ферме удалить опорный стержень А, то получим геометрически изменяемую систему. Если же вместо стержня А поставить стержень В, то опять получим систему с минимально необходимым числом стержней для обеспечения геометрической неизменяемости.

[image: image5.png]


[image: image90.png]



Данный подход к определению геометрической неизменяемости ферменной конструкции является упрощенным — не учитывает топологии фермы и некоторых других аспектов, что приводит к неверным выводам о геометрической неизменяемости некоторых ферменных конструкций.

2.2 Структурная оптимизация. Выбор силовой схемы ферменной конструкции

Под силовой схемой конструкции принято понимать схему расположения основных силовых элементов. При проектировании силовой схемы считаются заданными ограничения на внешние размеры конструкции, нагрузки, условия закрепления.
Эвристический поиск варианта силовой схемы ферменной конструкции

При эвристическом поиске варианта ферменной конструкции проектировщик опирается только на ранее приобретенные знания, накопленный опыт и интуицию, создавая схемы конструкций, в рамках ограничений поставленной задачи.

Аналитическое решение задачи. 

В основе аналитического решения задачи проектирования  конструкций лежит метод силового анализа. На его  базе  реализуется общий подход к проектированию  силовых  схем  произвольных  конструкций по следующему плану:

1.  В область, ограниченную внешними размерами проектируемой конструкции, вписывается  некоторая  континуальная  (сплошная) модель, включающая в себя потенциально наибольшее число  возможных схем.

2.  Ищется оптимальное распределение материала  в  выбранной модели и находится таким образом теоретически  оптимальная  конструкция (ТОК).

Здесь используется интерактивный алгоритм оптимизации очертаний плоских силовых конструкций. Целью проектирования является определение таких очертаний конструкции,  при  которых  она  при заданном материале имеет минимальную массу и удовлетворяет ограничениям по прочности. Суть алгоритма заключается в том,  что  в проектную область  вписывается  однородная  изотропная  пластина постоянной  толщины  с  некоторыми  определенными  механическими свойствами. Эта пластина разбивается сетью  конечных  элементов. Затем в алгоритме используется такое свойство рациональных  конструкций, как равнопрочность или равнонапряженность.  Выравнивание напряжений производится за счет изменения толщины  элементов пластины в ходе итерационного процесса, состоящего из серии расчетов напряженного состояния КЭМ. Причем, внутри  проектной  области могут образовываться полости, полученные после  вырождения элементов с нулевой толщиной, имеющих напряжения также близкие к нулевым значениям. Таким образом, в ходе итерационного  процесса оптимизации выявляются очертания равнонапряженной конструкции.

3. Анализируются распределение толщин конечных  элементов, а также генеральные пути передачи усилий в ТОК  и  с  учетом  конструктивных и технологических требований  разрабатываются  рациональные варианты силовых схем.

 4. С помощью специальных критериев – силового веса или  объема условно-равнопрочной конструкции  сравниваются  выбранные варианты силовых схем и оценивается их близость к идеалу – ТОК.

 5. Параметрическая  оптимизация  выбранного  варианта  конструктивно-силовой схемы фермы  для  окончательного  суждения  о качестве проекта и получения наиболее рационального  распределения материала.

2.2.1 Метод силового анализа

Формулировка  и общий план решения задачи оптимизации очертаний плоских силовых конструкций может быть представлена следующим образом:

Считается заданной некоторая проектная область S0, ограниченная линией l0 (см. рисунок).[image: image91.png][ )
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Внутри  области и  на ее границе  могут располагаться два  семейства линий l1p и l2q, где 

На l1p заданны статические условия  (нагрузки), на l2q — число  случаев нагружения   и   количество  кинематических условий соответственно.

Целью проектирования является определение таких очертаний конструкции, при которых она при заданном материале имеет минимальную массу и удовлетворяет ограничениям по прочности.

Впишем  в проектную область S0 однородную изотропную пластину постоянной толщины 
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0 с некоторыми определенными механическими свойствами. Разобьем эту пластину сетью конечных элементов так, чтобы внутренние элементы не пересекали линий l1p и l2q, а стыковались между собой на этих линиях.

Тогда  рассмотренную  выше   задачу можно   сформулировать  в  терминах
математического программирования, прияв в качестве проектных переменных  Х
совокупность координат узлов конечно-элементной модели за исключением узлов,
расположенных на указанных линиях. Целевая функция остается прежней — это масса или объем материала конструкции. Ограничения на величины проектных переменных определяются условиями:
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а ограничения по прочности формулируются  в виде ограничений  на верхний уровень  напряжений  в КЭМ:

 где 
[image: image7.wmf]s

max — максимальное эквивалентное напряжение, выбранное из всех
элементов модели; [
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] — допускаемое напряжение материала конструкции.

Подобная  формулировка задач оптимизации  позволяет искать ее решения с помощью  методов нелинейного математического программирования. Однако большое количество проектных переменных и значительный объем вычислительных затрат для расчета напряжений при проверке ограничений чрезвычайно затрудняют использование этих универсальных алгоритмов оптимизации. Более приемлемые по вычислительным затратам алгоритмы оптимизации можно построить на основе таких известных  свойств   рациональных   конструкций,  как  равнопрочность   или равнонапряженность. Принимая эти свойства в качестве критерия оптимальности, необходимо отметить следующее: Известно, что равнопрочные статически определимые конструкции при одном  случае нагружения являются конструкциями минимального   объема. При   нескольких  случаях  нагружения  равнопрочные конструкции могут  не быть  конструкциями  минимального  объема. Однако,  в большинстве  практических задач выравнивание  напряжений  приводит  либо  к конструкциям минимального объема, либо к конструкциям весьма близким к ним.

Выравнивание  напряжений предлагается вести в ходе итерационного процесса, с определением напряженно - деформированного состояния  КЭМ. После каждого расчета производится смещение узлов КЭМ в зону прохождения основных силовых потоков, т.е. в сторону более напряженных участков. Причем, внутри проектной области могут образовываться полости. Полученные после разрыва узлов, имеющих напряжения, близкие к нулевым значениям. Таким образом, в ходе итерационного процесса оптимизации выявляются очертания равнонапряженной конструкции.

На базе метода силового анализа реализуется следующий подход к выбору силовой схемы ферменной конструкции:

· в область, ограниченную внешними размерами проектируемой ферменной конструкции, вписывается некоторая континуальная (сплошная) модель, включающая в себя потенциально наибольшее число возможных силовых схем;

· ищется оптимальное распределение материала в выбранной модели и находится, таким образом, теоретически оптимальная конструкция (ТОК);

· анализируются распределение толщин, а также генеральные пути передачи усилий в ТОК и с учетом конструктивных и технологических требований разрабатываются варианты силовых схем.
2.2.2 Оценка эффективности силовых схем

Естественный критерий — вес конструкции, по которому традиционно оценивается силовая схема, обладает весьма серьезными недостатками. Не углубляясь в их перечисление, отметим основной из них, имеющий особенно важное значение для нашей задачи. Понятно, что для того, чтобы рассчитать придуманную ферменную конструкцию, необходимо задать какие-то значения площадей поперечных сечений стержней фермы. Очевидно, что первоначальные значения площадей Fi не будут оптимальными и чтобы окончательно судить о достоинстве предложенной схемы необходимо проводить оптимизацию фермы, находя наиболее рациональное распределение материала (значения Fi). Таким образом, приходится не только разрабатывать силовую схему, но и проводить параметрическую оптимизацию, добиваясь минимума веса конструкции при данной силовой схеме.

    Но существуют критерии, которые позволяют судить о достоинстве силовой схемы после однократного расчета, не прибегая к такому сложному и трудоемкому процессу, как оптимизация. Одним из таких критериев является силовой вес.

    Силовой вес — это количественный показатель, характеризующий величины и протяженность действий усилий в конструкции. Для ферм силовой вес:
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,  где    n — число стержней фермы, li — длина i-го стержня,
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 — усилие максимальное в i-том стержне из всех случаев нагружения.

Силовой вес слабо зависит от распределения материала в конструкции. Его величина определяется, в основном, выбранной силовой схемой. Это свойство веса позволяет использовать его в качестве критерия эффективности при сравнении различных силовых схем — для каждого варианта силовой схемы достаточно задать какое-либо произвольное распределение материала (например, принять площади поперечных сечений стержней фермы одинаковыми и равными 0.1), выполнить расчет напряженного состояния конструкции и вычислить силовой вес. Меньшая величина этого критерия и определит наиболее выгодный, с точки зрения массы конструкции, вариант силовой схемы.

Весьма важно также не только оценивать конкретные силовые схемы ферменных конструкций между собой, но и в сравнении с оптимумом — нижним пределом величины силового веса для заданных габаритов проектной области, нагрузок и опор. Для этого сравнивается силовой вес разработанной конструкции SG и силовой вес теоретически оптимальной конструкции
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[image: image12.wmf]ТОК

G

S

< SG.

Для получения силового веса ТОК в исходную проектную область вписывается, а затем рассчитывается континуальная модель, представляющая собой изотропную пластину постоянной толщины при заданных условиях нагружения и закрепления. Существенная особенность такой модели заключается в том, что она, в силу изотропии свойств, не предопределяет, как ферма, пути передачи усилий в проектной области.

Для получения силовой структуры конструкции в область, ограниченную внешними размерами проектируемой конструкции, также вписывается некоторая континуальная модель, включающая в себя потенциально наибольшее число возможных схем, после чего ищется оптимальное распределение материала в выбранной модели и находится таким образом теоретически оптимальная конструкция (ТОК).

2.2.3 Расчет силового веса теоретически оптимальной конструкции

Силовой вес – это количественный показатель, характеризующий величины и протяженность действия усилий в конструкции. При расчете силового веса ТОК проводится однократный расчет напряженно-деформированного состояния пластины, после которого подсчитывается силовой вес: 
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– максимальное из всех случаев нагружения эквивалентное напряжение, подсчитанное по четвертой теории прочности (теории энергии формоизменения):
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Вычисленный таким образом силовой вес пластины с достаточной точностью (до 5–7%) дает прогноз величины силового веса ТОК и, следовательно, может служить нижним пределом, к которому необходимо стремиться при выборе структуры ферменной конструкции.

2.3 Расчет напряженно-деформированного состояния 


Расчет напряженно-деформированного состояния заключается в определении перемещений точек элементов конструкции и значений напряжений, возникающих в элементах конструкции при нагружении. Для решения этой задачи в распоряжении проектировщика имеется  множество методов, самые простые из которых рассматриваются в курсе «Сопротивление материалов». Но, как уже говорилось, в настоящее время метод конечных элементов является наиболее распространенным, что объясняется его достоинствами вычислительного характера. Поэтому использование его в практике проектирования ферменных конструкций является вполне естественным, тем более что этот же метод можно применять и при расчете пластин для определения напряженно-деформированного состояния и силового веса ТОК. Покажем простейшие варианты использования МКЭ для плоских ферм и пластин. 

2.3.1 Расчет напряженно-деформированного состояния ферменной конструкции

Расчет напряженно-деформированного состояния ферменной конструкции по методу конечных элементов производят следующим образом.

Для моделирования ферм используют линейный конечный элемент — прямой стержень с двумя узлами и постоянным поперечным сечением.

Стержневой конечный элемент.

[image: image95.wmf]m
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Размер матрицы уравнений определяется количеством задействованных элементами узлов, умноженных на количество степеней свободы узлов, при этом из количества степеней свободы узлов вычитается число граничных условий.

Для ферменной конструкции узлы — это шарниры, соединяющие стержни конструкции, а сами стержни и есть конечные элементы.
Если мысленно выделить конечный элемент и попытаться перемещать его узлы относительно друг друга, то, очевидно, конечный элемент будет деформироваться и в нем возникнут напряжения. Так как деформация одного элемента не может не сопровождаться деформацией соседних элементов (перемещаемый узел принадлежит и соседним элементам), то при нагружении конструкции перемещения ее точек (узлов) вызовут изменение напряженного состояния во всех конечных элементах. Нагруженная конструкция, деформируясь, займет какое-либо положение. Это положение соответствует условию (а, следовательно, уравнению) равновесия. Решение уравнения равновесия дает нам значения смещений (перемещений) узлов, а через них — напряжений в элементах. 

Матрица жесткости стержневого КЭ:
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 где   Е — модуль упругости материала фермы;
F — площадь поперечного сечения стержня;  l — длина стержня;
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 — матрица направляющих косинусов.

Для решения итоговой системы линейных алгебраических уравнений:

KU=P,

(где   К — матрица жесткости; U — вектор узловых перемещений; P — вектор узловых нагрузок;) применяется метод Холецкого, состоящий из трех этапов:

На первом этапе из равенства  
[image: image19.wmf]K
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 определяется треугольная матрица G.

На втором - решается первая вспомогательная система уравнений (прямой ход) 
[image: image20.wmf]P
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На третьем этапе решается вторая вспомогательная система (обратный ход) 
[image: image21.wmf]X

GU

=

, из которой определяется искомый вектор U.

Расчет может учитывать, что часть стержней оказывается сжатой, а может производиться и без учета сжатия. Очевидно, что сжатый стержень может потерять устойчивость задолго до того, как будет достигнуто предельное значение напряжений [σ], которое может выдерживать материал конструкции, так называемое допускаемое напряжение. Поэтому сжатые стержни приходится делать с большей площадью поперечных сечений, да и ещё огромное значение имеет форма поперечного сечения, так как от формы зависит момент инерции сечения, который входит весомой составляющей в формулу определения критической силы потери устойчивости для сжатого стержня:
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 , где J – минимальный момент инерции поперечного сечения стержня, Е- модуль упругости материала, 
[image: image23.wmf]l

- длина стержня. Это – так называемая формула Эйлера для сжатого стержня с шарнирно-опертыми концами, впервые полученная академиком Петербургской академии наук Л. Эйлером в 1744г. Учет явления потери устойчивости необходимая составляющая расчета ферм.
2.3.2 Расчет напряженно-деформированного состояния пластины

Расчет напряженно-деформированного состояния пластины производят по методу конечных элементов.

Для моделирования пластин используют четырехугольный мембранный конечный элемент - прямоугольник постоянной толщины с четырьмя узлами.

Четырехугольный мембранный конечный элемент
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Степени свободы узлов соответствуют неизвестным в матрице уравнений. Размер матрицы уравнений определяется количеством задействованных элементами узлов, умноженных на количество степеней свободы узлов, при этом из количества степеней свободы узлов вычитается число граничных условий.

Если мысленно выделить конечный элемент и попытаться перемещать его узлы относительно друг друга, то, очевидно, конечный элемент будет деформироваться и в нем возникнут напряжения. Так как деформация одного элемента не может не сопровождаться деформацией соседних элементов (перемещаемый узел принадлежит и соседним элементам), то при нагружении конструкции перемещения ее точек (узлов) вызовут изменение напряженного состояния во всех конечных элементах. Нагруженная конструкция, деформируясь, займет какое-либо положение. Это положение соответствует условию (а, следовательно, уравнению) равновесия. Решение уравнения равновесия дает нам значения смещений (перемещений) узлов, а через них — напряжений в элементах. 

Матрица жесткости четырехугольного мембранного КЭ определяется как сумма матриц жесткостей четырех треугольных КЭ, которые предварительно вычисляют по формуле 
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, где    i – номер треугольного КЭ,  
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 – площадь треугольника, 
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 – толщина пластины, 
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 – матрица упругих характеристик материала пластины:
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[image: image30.wmf]i
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 – матрица, связывающая узловые перемещения треугольного КЭ с его относительными деформациями, например:
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После вычисления матриц жесткости треугольных КЭ находят матрицу жесткости всего четырехугольного мембранного КЭ:
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В матрице 
[image: image36.wmf]i
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 указаны только ненулевые коэффициенты для I-го треугольника. Для  II-го  треугольника  ряд  единиц  займет  положение,  обозначенное  точками, для III-го – звездочками, для IV-го – знаками “+”.

Для решения итоговой системы линейных алгебраических уравнений:

KU=P, 
где   К — матрица жесткости; U — вектор узловых перемещений;

P — вектор узловых нагрузок;

применяется метод Холецкого, состоящий из трех этапов:

1. На первом этапе из равенства  
[image: image37.wmf]K
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 определяется треугольная матрица G.

2. На втором — решается первая вспомогательная система уравнений (прямой ход) 
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3. На третьем этапе решается вторая вспомогательная система (обратный ход) 
[image: image39.wmf]X
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, из которой определяется искомый вектор U.

В результате расчета ферм и пластин методом конечных элементов определяются перемещения узлов конечных элементов, после чего вычисляются напряжения. Последние необходимы для реализации как метода силового анализа, так и процесса принятия решения по отбору наиболее приемлемых конструктивных решений.
2.4 Параметрическая оптимизация 

2.4.1 Постановка задачи

Математическая формулировка задачи параметрической оптимизации фермы 

1. Проектные параметры.

Вектор проектных параметров 
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, где Fi — площадь поперечного сечения i-го стержня.

2. Целевая функция.

Предполагается, что стержни фермы изготавливают из одного материала и, в качестве целевой функции, используют объем материала конструкции:
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  где li — длина i-го стержня.

3. Ограничения — геометрические и прочностные.

Геометрические:

На величины проектных параметров накладывают ограничения вида:
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где a и b — нижний и верхний пределы изменения проектных параметров.

Прочностные:

Прочностные ограничения имеют простую формулировку: 
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где

— напряжение в i-ом стержне, а 
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  — допускаемое напряжение;

Математическая формулировка задачи параметрической оптимизации пластины

1. Проектные параметры.

Вектор проектных параметров 
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, где Fi – толщина i-го конечного элемента.

2. Целевая функция.

Предполагается, что конечные элементы пластины изготавливают из одного материала и, в качестве целевой функции, используют объем материала конструкции:
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 — площадь i-го конечного элемента.

3. Ограничения – геометрические и прочностные.

Геометрические:

На величины проектных параметров накладывают ограничения вида:
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где a и b — нижний и верхний пределы изменения проектных параметров.

Прочностные:


Прочностные ограничения имеют простую формулировку: 
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 – эквивалентное напряжение в i-ом КЭ, подсчитанное по четвертой теории прочности :
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 -  допускаемое напряжение;

Замечание.

При нагружении ферменной конструкции стержни могут работать, как на растяжение, так и на сжатие. При оптимизации фермы для стержней, работающих только на растяжение, не возникает особых затруднений, так как при их расчете вполне достаточно определить действующие в стержнях усилия и, зная допустимое напряжения, подсчитать необходимую площадь сечения. При расчете стержней на сжатие приходится уже решать задачу устойчивости, для которой необходимо знать моменты инерции площадей поперечных сечений стержней.  Но моменты инерции можно подсчитать только при известной форме поперечного сечения стержней, что заставляет или задаваться этой формой (например, трубчатое сечение) или использовать заниженное на какой-то коэффициент значение допустимого напряжения. Задачу по определению значения коэффициента приходится решать итерационным методом, что вносит дополнительные  усложнения.

Особенности оптимизации ферменной конструкции.

Хотя математическая постановка задачи и выглядит очень простой, данная задача относится к классу  многомерных задач с нелинейными ограничениями, решение которой на практике оказывается весьма трудоёмким и затруднительным. Как было показано в разделе  «Расчет напряженно-деформированного состояния ферменной конструкции» для поиска  напряжений в стержнях необходимо решить систему уравнений. Особенности этой системы сильно затрудняют  применение строгих методов численной оптимизации, в которых используется не явный учет «параллелепипедных» ограничений. Существует ряд методов, которые в принципе позволяют решать данную задачу, такие как: метод Монте-Карло или метод поиска равнонапряжённых конструкций. Но оба эти метода обладают рядом недостатков. Метод Монте-Карло может быть достаточно эффективным в плане точности и принципиальной возможности нахождения оптимума, но для достижения приемлемого результата необходимо совершить чрезвычайно большое количество вычислений, что потребует значительных затрат времени и ресурсов. Метод поиска равнонапряжённых конструкций дает существенное ухудшение результатов при нескольких случаях нагружения.

В дальнейшем рассмотрим два алгоритма оптимизации: один инженерный – метод выравнивания напряжений, второй математически более строгий – метод возможных направлений. 
2.4.2 Алгоритм отыскания равнонапряженных конструкций


Основная идея инженерного алгоритма отыскания равнонапряженных (равнопрочных) конструкций (АРК) — выравнивание напряжений во всех элементах конструкции в процессе итерационного пересчета распределения материала. Алгоритм работает по следующей схеме:

1. Назначается произвольное, обычно равномерное распределение материала:
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,   где   Fi0 — начальное значение площади поперечного сечения i-го стержня фермы (для пластины- начальное значение толщины i-го конечного элемента);

n — число стержней (для пластины - число конечных элементов).

2. Производится расчет напряженного состояния конструкции и определяются напряжения и усилия в стержнях (для пластины - в КЭ):
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,   где   m — число случаев нагружения;

r — порядковый номер итерации алгоритма.

3. В каждом стержне ферменной конструкции (для пластины - в каждом КЭ) из всех случаев нагружения выбираются максимальные по модулю напряжения и усилия:
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EMBED Equation.3[image: image57.wmf]
4. Вычисляются интегральные характеристики конструкции — силовой вес и максимальное по модулю напряжение, действующее в ферме (пластине):
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5. Проверяется условие остановки:  
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где  E заданная погрешность оптимизации. При выполнении неравенства оптимизация прекращается. (Это означает, что максимальное напряжение, действующее в конструкции на данной итерации равно допускаемому напряжениюс точностью E, и дальнейшее перераспределение материала (уменьшение площадей поперечных сечений) не имеет смысла.) Если вышеуказанное неравенство не выполняется,  то итерационный алгоритм продолжается.

(для пластины условие останова имеет вид:
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где K – заданное максимальное число итераций. При выполнении неравенства оптимизация прекращается.

6. Пропорционально найденным  усилиям  назначается новое  распределение материала:
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Далее алгоритм повторяется.

Алгоритм обладает высоким быстродействием, для инженерных целей обычно достаточно 5 – 7 итераций, причем сходимость АРК практически не зависит от числа проектных переменных и степени статической неопределимости конструкции.

Оптимальность равнонапряженных (равнопрочных) конструкций

Важнейшее требование, которому должна удовлетворять любая конструкция, сводится к необходимости соблюдения прочности в каждом элементе. Ограничение прочностных характеристик входит в число других ограничений, накладываемых на проект конструкции. Основной подход, который развивался в ранних работах по оптимизации элементов авиационных конструкций, можно охарактеризовать как метод “оптимального проектирования с учетом ограничений форм одновременного выхода из строя элементов конструкций”,  при котором подбор элемента конструкции осуществляется таким образом, что заданные формы выхода конструкции из строя одновременно становятся критическими. На практике критерии прочности удовлетворяются с помощью концепции полностью напряженных конструкций. Эта концепция явилась одним из первых критериев оптимальности. При реализации процедуры оптимизации, соответствующей этой концепции, подбираются размеры поперечного сечения каждого элемента исходя из требования, чтобы напряжение, возникающее в данном элементе при наиболее опасном условии нагружения, было равно максимально допускаемому нарпряжению в данном элементе. Эта процедура приводит к конструкции минимального веса только в том случае, когда конструкция является статически определимой и имеется одно условие нагружения.  Математически строго можно показать, что равнонапряженная (равнопрочная) статически определимая ферма на один случай нагружения является конструкцией минимального объема. Однако при действии двух и более случаев нагружения и (или) при рассмотрении статически неопределимых конструкций алгоритм равнонапряженных конструкций (АРК) не всегда приводит к оптимуму. В некоторых проектных задачах фермы, получаемые по АРК, могут иметь объем больший, по сравнению с оптимумом на несколько (до 15) процентов. В силу простоты алгоритма он был распространен на проектирование статически неопределимых конструкций при наличии многих условий нагружения и при различных ограничениях по допустимым напряжениям. Для этого различными исследователями были предложены модифицированные алгоритмы полностью напряженных конструкций. В соответствии с этими модификациями переменные проектирования изменяются по сравнению с немодифицированными алгоритмами всего лишь на несколько процентов и к оптимальному проекту можно прийти всего лишь за 4 – 5 итераций вместо многих циклов оптимизации, которые пришлось бы применять при использовании точных методов оптимизации. Но, если при решении проектной задачи требуется высокая точность в определении экстремума и число проектных переменных невелико, следует отдавать предпочтение более строгим математическим методам оптимизации, позволяющим, в отличие от АРК, находить конструкции минимального объема.

Но в задачах оптимизации при наличии ограничений по напряжениям число активных ограничений может быть весьма значительным особенно для конструкций, которые схематизируются большим количеством конечных элементов. Да и само число варьируемых переменных чаще всего чрезвычайно велико. Вследствие этого такой подход может оказаться неэффективным. Именно поэтому исследователи стремятся находить пути решения реальных оптимизационных задач по поиску минимума веса конструкций, избегая прямого решения поставленной задачи. Чаще всего они обращаются к критерию равнопрочности или применяют другие критерии. Например, для ферменных конструкций был предложен алгоритм, основанный на концепции равномерной плотности энергии деформации. Алгоритм направлен на уменьшение эффекта, связанного с неодинаковыми уровнями допускаемых напряжений и в общем случае приводит к более благоприятному распределению материала для ряда задач оптимизации, чем алгоритм равнонапряженных конструкций. Однако этому алгоритму присущи те же недостатки, что и алгоритму равнонапряженных конструкций в тех случаях, когда речь идет о конструкциях, для элементов которых разница в уровнях допускаемых напряжений весьма значительна.
2.5 Выбор материалов

В конструкциях летательных аппаратов применяются алюминиевые, магниевые и титановые сплавы, а также стали высокой прочности. Правильный выбор материалов может существенно улучшить характеристики изделия и экономичность в производстве. Выбор материалов является важным элементом в создании совершенной конструкции: применяемый материал должен обеспечивать наибольшую экономию массы. Кроме того, приходится учитывать ряд других факторов таких, например, как коррозийная стойкость, жаростойкость, стоимость, наличие необходимого сортамента и т.п. При выборе материала конструкций сложных форм не всегда легко определить его весовую эффективность, тем более невозможно установить какой-то единый критерий весовой эффективности материала, общий для любого случая, который может встретиться при проектировании. Наиболее просто решается вопрос о весовой эффективности материала для деталей с простыми схемами нагружения. Максимальной весовой эффективностью обладает материал, имеющий наибольшую удельную прочность, которая представляет отношение  допускаемого напряжения 
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Характеристики материалов, используемых в аэрокосмической промышленности.

	Материал
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Модуль упругости
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Допускаемое напряжение
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Плотность материала
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	н / см2
	н / см2
	кг / см3
	н см / кг

	Сталь
	2.1
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	Титановые сплавы
	1.1
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	4.6
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	Алюминиевые сплавы
	0.72
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	Магниевые сплавы
	0.43
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Как видно из таблицы, наилучшим весовым совершенством обладают титановые сплавы. Стали, алюминиевые и магниевые сплавы по этому критерию можно считать равноценными, при этом масса деталей по сравнению с титановыми сплавами будет больше на 30%.

Приведенные данные относятся к деталям, работающими на растяжение или сжатие, когда обеспечивается условие полной равнопрочности и механические свойства материала используются полностью. Такими деталями могут быть стержни, болты, находящиеся под действием осевой силы, оболочки емкостей под действием равномерного нормального давления и т.п. Эти данные могут быть использованы также при рассмотрении деталей, элементы которых работают в условиях, близких к равномерному растяжению (распорные шпангоуты, емкости, равнопрочные балки с двутавровым или швеллерным тонкостенным сечением).


Однако для многих сложных деталей сравнение различных материалов по приведенному показателю будет весьма ориентировочным. Значения, приведенные в таблице, можно рассматривать как теоретические для идеальной равнопрочной детали. Реальное весовое совершенство конструкции отличается от идеального. Это объясняется отсутствием возможности обеспечения полной равнопрочности детали по всем сечениям, наличием разных конструктивных надстроек, а также ограничений технологического характера (трудность изготовления стенок небольшой толщины, невозможность удаления излишнего материала в недоступных для обработки местах и т.п.)
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     Ферма, применяемая в строительстве зданий.
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Ферменная конструкция (слева) и расчетная схема фермы (справа).
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Стержень работает на растяжение и сжатие и имеет две степени свободы u и v в каждом узле. Под степенью свободы узла понимается перемещение узла относительно глобальной системы координат. Степени свободы узлов соответствуют неизвестным в матрице уравнений.
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Конечный элемент работает на растяжение и сжатие по двум осям и имеет две степени свободы u и v в каждом узле. Под степенью свободы узла понимается перемещение узла относительно глобальной системы координат.





Здесь Е — модуль упругости материала;


�EMBED Equation.3��� – коэффициент Пуассона;
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